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Correction : Devoir surveiller n°3 sur les lecons suivantes :
CALCUL TRIGONOMETRIQUE et LES SUITES NUMERIQUES

Durée :2 heures

Exercice1 : (4,5pts) : (0,5pt+1pt+1 5pt+1, 5pt)

1) Vérifier que : cos 2% = sin 2%
10 10

2)a) Monter que : Wxel ; cm'_-lx:{l—-*-lsinlx]cns_r

b) En déduire les valeurs de : cc:rs% et sin

10
3) Monter que : qm—_ (J_«./m+2 J§+1) ( on remarquera que - Z_g_ %_%
Solution : 1) Vérifions que : ccs% =six1l;—g

0 i P B 3xr 2w Z:r
P P S A L e R e I U R
10 10 10 2 10 10 2 10

37 [.?E' 2:1') . 27
Donc : cos— =co8| ——— |=s5In —
10 2 10 10

2)a) Montrons que : Wxel : cmi’nx:{l—ﬂlﬂin:x)cmﬁx
cos3x = cos(x+2x) =cos(x)xcos(2x)—sin(x)xsin (l‘;‘)(]—x’-lsin2 I)CDSI
Comme on a: cos2x=1-2sin" x el sin2x=2sinxcosx

Donc: cos3= ::u:-:xx(l—}'_,sinz 1)—23in2 XCOSX = cmxx(l —2sin® x=2sin’ 1) =mgn(i-4sm3 1)

b) Déduisons les valeurs de : ms% et Sm%

On sait que :VxeR ; cos3x=(l-4sin’x)cosx donc pour: xz.l"_:].
3 2 T 4 3 2

cos—=| 145l —Yeps & 6t 0N 3 ° cos 2% = §in =%
10 ( m) 10 10" 10

Donc : [1—dls.inlE]cmsi:sinz—r<::~[I—4:=.|'nl%]ms£ =25in£cus% car :sin2x =2sinxcosx

10 10 10 10 10
e Tedsin? T osinte Car cos = =0 <> 4sin? =+ 2sin2—1=0 On: A=h>_dac=4
10 10 10 10 10
T —I+J_ T —1—\1’_ po
Donc: sin—= sin—= orn+ X 2 done s 50
0 4 10 4 m“z R
. T —I+«J’5_
Donc: sin—=
10 4

] ] . 9l T
Pour tout’e R, cos®* x+sin*x=1 donc : CDS_(E]zl_Sm_[_]
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b — E 3 2 -
Donc : ms‘[%]:l{ﬁ] :l—#"fﬁ%1 C'est-a-dire : c-nsz[iJ:mJ' ‘E

4 10 16

Donc: cos| = |= ’”}*3\‘"5_ ou cosl X ) [104245
10 16 10 16

Deplusona: 0« %4 T donc: m{%]}“

. 2445
Par suite : cns[i]= 10+ J'
10 15

3) Montrons que : sm—— (\J"«.{Iﬂ+2 —J"+1)

Ona: /Z_7%_7
30 3 10

sin— =sin| ——— |=sin| — [cos| — |—cos| — |sin| —
30 3 1 3 10 3 10

sm?—xzsin[E—i) J_ ‘lﬂ+2 ]\r_] ['\!—‘\,‘1[}4—2 wr+])

30 3 10 i
Exercice2 : (5,5pts) : (L5pt+Ipt+ L:pi+l,:pt}

Soit xe® on pose : A(x)=2cos’ x—cosx+2sinx—2sin’ x

1) a) Montrer que : 'Yxe® : SInx— sin’ T'ESIH"*’IXCDSI et 2cos’ X —cos X = cos2X X COS X

T
b) En déduire que : A(x)= ﬁm&{h—z]msx
2) Résoudre dans R I'équations : A(x)=0
3) Montrer que : b’xe[—%;g]: A(x)=0
. .. I...
Solution : 1) a) —Montrons que : YxeR : SINX—sIin” x = Esm 2xxcosx

On sait que : sIN2x=2SINXXCOSX

X l » a 3 . s 1 i i g
Esmﬁxxcusx=5251nxxmsx><cos_r=51r1x><c:03‘_r=51r1xx(1—3m x):sm_r—mn X

—Montrons que : VxeR : 2¢0s’ x—c0osx =C0S2XXCOS X

On sait que : cos2x =2cos” x—1

cnsExxcus.r:(Ecnszx—l)cnsx:chij—cusx
T

b) Déduisons que : A(x) =«Ecns[zx—z] cos X

Ona: A(x)=2cos’ x—cosx+2sinx—2sin’ x

1
Donc : A(x)=cos2xx cusx+2(55in 2x xcusx]
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Donc : A(x)=c0s2xxcosx+sin2xx cosx

Donc : A(x)= n:-:‘.lsx(ms 2x +sin2x)

1 2 2
Donc : Alx =\:’1_‘t;c-51' —Ccos2x+— 5|n2x}=ﬁcnsx —cos2x+—sin2x
(%) (Jcosee - { 2 os2a st ]

/
Donc : A(x)=+2cosx| cos Ems 2x+sin Esin 2:-:]
\

'
Donc : .4(I}=J1_'cus_r cus(lr—%]]

LY

2) Résolvons dans E I'équations : A (x) =()
A(x)=0 < y’icuﬂx(cus[Er—%]]:ﬂ <cosx=0 ou BDS[EI—%J =0

4 X
s x=—+kr ou 2x——=—+kmxr - 4
2 4 2 P

o x=21kr ou ;xf-S—J‘r+Jifi - keZ
2 2 5 KEL

Dnnc::S.,.—{ +kmr ~3iru+k—ﬂfﬁ: .—L}
o2 oA

3) Montrons que : ‘v’re[—%%} A(x)z0

. J‘m{ I_E]msx

T n

Vxe |-—.—
Comme : Vx ] X 2[ cosx >0

XIMEY.
& [_E'il]c} 2‘3[

Alors : cosx>0(1) : b‘xe[—%;g]

T T T T r T
Soit: x| == |2 2xe|-— = [22x-—¢|-== |Dcox| 2x-= |20 (2
' [34} [42] 4[34} [ 4] ®)
(1) et (2) = 4(X)20 ‘ﬂ?'xe[—% g]

Exercice3 : (4,5pts) : (0.5pt+1,5pt+1,5pt+1pt) Soit la suite récurrente (,),_,, définie par :
u —4
u,+6  WneN

w+l =
1, =0

1) Calculer : u
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+u

2) Soit la suite (v,) _, définie par :v, = i el

i

a) Montrer que la suite (1-'" }”EN est géométrique et déterminer sa raison et son premier terme
b) Déterminer v en fonction de n et en déduire u, en fonction de n

c)Onpose: S, =v,+v,+..+v ; Calculer: S, en fonction de n
Solution : 1) Calculons : u

1, —4 4 2
My =—— D =——=——

1, +6 6 3

1+
2) Soit la suite (v,) _, définie par :v, = 4+u” v el
)

L

Montrons que la suite (1-;, },.E| , est géometrique
u, —4
1+
—— _ru, w46 2u,+2 2w, +l) 2
O e e 4t 5u,420 S\u,+4
u, +6

2.
Donc: v, = E V,! Ynel

2
Donc :la suite ('rn )"EH est geometrique de raison : - = ¢ et son premier terme @y, = L = L

5 4+u, 4

b) Déterminons v, en fonction de n

Puisque : (L-',,]'EM est géometrique de raison : — = ¢ et son premier terme v, ='=II alors :

5
6]
1'..n=_ e
4\ 5

Déterminons u,en fonctionde n:Ona: v, =

+1,
v el
4+u

n

1+ u
- —d (4+u") =l4+u, <4v, +uy =l+u, <4y —l=u —u,v,

4+u,
l- 2 n
4v -1 _1-4y, 5

v, = ol Sdv, —1=u, (l-v,)Su, = Sy, =

&Su o=
’ 4 + u!! . ! l - 1’!! . v“ [ 1 ’ 1 2 i 1
4\ 5

v =

n

c) Calculons : S, =v,+v,+...+v_en fonction de n

LI rtﬁsﬂn{bnmm'akmm:

(v,),, estgéométrique donc :S, =(le premier terme dans lasomme ) : T =
— Falson
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fe nombredetermes=n—-0+1=n+1

1(5] _lt”g]w :3[,,,[;]”‘]

Donc: §, =y, =
2 2
1= 4 2 12
5

2

3

Exerciced : (5,5pts) : (1, 5pt+1pt+1,5pt+1, 5pt)

On considere la suite (u,) ., définie par : u,=0 et : u,,, =W Wneld
1) Montrerque : Ynell ; 0<u <4

2) Montrer que la suite {u,]est croissante.

3)a) Montrer que Ynell ; 4-u E{ -u)

b) Déduire que : Vrz =I¥ © 44 g4(%]”

Solution : 1) Montrons par récurrence que : wneld : 0<u <4
1étapes : linitialisation : Pour n=0 nous avons u, =0 donc 0 <u, <4.

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Hypothése de récurrence
Supposons que : O=u, <4

3étapes : Montrons alorsque : O<u <477

Ona:0<u, <4=0<3u, <12=4<3, +4<16 >4 < Bu +4<1622< Sy, +4<4222u, <4
Donc : D'aprés le principe de récurrence vneld @ 0<u <4

2) Montrons que la suite (u, est croissante.

Soit neN : HML_HH:W_HR=(‘4'3H"+4_"ﬂ)(\‘|3”n+4+”n}_ 3u, +4—u, =, +3u, +4

J3HR+4+HH _.Jiun+4 +u _.“l"fw',.'”+dl+.u‘1
Le signe de u,., —u,un est celui de : —u? +3u, +4 car \3u, +4 +u, =0 eneffet (0<u,)
Etudions le signe du trindme : —x*+3x+4 : A=b -4ac=9+16=25>0

_htdA _-3+2§ D45 o h J_ _-3-425 _-3-5

: 2a =By ;) = T

=(u,=4)(u,=(-1)) -{H,-4](”

+1 .
Donc: u,,, —u, = — = ! }et puisque : 0<u, <4
Ju, +4 +u .\.(’3.!4',r +4 +u

Alors : (u,—4)(u, +1)<0 c'est-a-dire : u,,, —u, 20
Par suite : la suite (u, )est croissante.

Remarque : methode2

Le tableau de signe du trindme : —x +3x+4 est le suivant :
A x 1 | o
T IL LT .:- $ .:.

et puisque : 0<u, <4 alors : — +3u, +4=0

=4

Alors : u,,,—u, =0 et la suite (u, )est croissante.

3)b) Montrons que : Vnell ; 4-u ;[4 -1, )
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‘ | (4=\Bu, +4)(4+\Bu,+4) 16-3, -4 3(4-u)
Soit nemn : d=u,,, =4=u +4 =
2l 4_,.‘/@ 4+1|||3u +4 4+1,‘3H +4
DONC§ d—y, =— > (44
ot 4+..,r‘3un+4[ )
Ona:0<u, <4 =0<3u,<124<3, +4<162 3 < P, +4 <16 22< Py +4<456 < fu, +4+4<8
1 1 1 3 3

gdp 1 glad 4 ol
8 Ju,+4+4 6 8 Ju, +4+4 2

3 34-u,) 1
Alors : =(4-u gJ[—"g—¢-u car 0=u, <4
H{ ) W3, +4 44 2{ )

Donc: wnel ;| 4-u -{4 u,

Hel —

b) Déduisons par récurrence que : Ynell 4, < 4[;_]

o o
1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons 4-u,=4 et 4(%) =4xl=4donc 4, :_:4[%] .
Donc la proposition est vraie pour n=0

2¢tapes : Hypothése de récurrence : Supposons que : 4-u < 4[%]

n+l
3étapes : Montrons alors que : 4—u,_, £4[EJ ??
“ ] n+l
Ona: 4_,4"54[_;] ::%{4—::"}54[%] xl::.!_{d-un]ga{%] et comme : 4—u,,, < 2(4 u,)
Alors : 4-u_, 54[_;]M

n+l
Donc : D'aprés le principe de récurrence wneld : 4-u,,, ﬂd{;]
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C'est en forgeant que l'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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